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СООТНОШЕНИЕ “КОММУТАТОР РАВЕН ФУНКЦИИ” В
БАНАХОВЫХ АЛГЕБРАХ
О. Ю. АРИСТОВ
Аннотация. Соотношение xy − yx = h(y), где h — голоморфная функция, воз-
никает естественным образом в определениях некоторых квантовых групп. Чтобы
придать правой части этого равенства строгий смысл, мы предполагаем, что x и y
— элементы банаховой алгебры (или алгебры Аренса-Майкла). Мы докажем, что
универсальная алгебра, порожденная нашим коммутационным соотношением, мо-
жет быть представлена в явном виде как аналитическое расширение Оре. Анализ
структуры расширения показывает, что множество голоморфных функций от y вы-
рождается, и лишь в каждом нуле h сохраняется некоторая локальная алгебра сте-
пенных рядов. Более того, эта алгебра зависит только от порядка нуля. В качестве
приложения, мы докажем результат о замкнутых подалгебрах голоморфно конечно
порожденных алгебр.
В квантовой алгебре возникают коммутационные соотношения с участием не толь-
ко многочленов, но и более общих голоморфных функций. Их можно получить,
деформируя универсальную обертывающую алгебру полупростой алгебры Ли (по
Дринфельду и Джимбо, см. монографию [1, опр. 17.2.3]) или алгебры Ли группы
аффинных преобразований прямой, см. статью Аизава и Сато [2]. В последнем слу-
чае условие имеет простейший вид
[x, y] = h(y) , (1)
где h — гиперболический синус [2, формула (3.1)]. (Здесь [x, y] := xy − yx.) Мы рас-
смотрим общее соотношение этого вида, предполагая, что h—функция, голоморфная
в некоторой области.
Разумеется, подобные равенства не имеют смысла для произвольных алгебр над C.
Для преодоления этой трудности традиционно вводятся квантовые алгебры над коль-
цом формальных рядов от параметра квантования. Альтернативный аналитический
подход — рассматривать такие соотношения в алгебрах, для которых теорема о го-
ломорфном функциональном исчислении гарантирует существование h(y) (в част-
ности, в банаховых) — представляется более естественным. Надо лишь специализи-
ровать параметр квантования в комплексное число и рассмотреть универсальную
алгебру, порожденную элементами, для которых выполнено требуемое соотношение,
предположив дополнительно, что x и y — элементы банаховой алгебры с единицей,
а h голоморфна в некоторой окрестности спектра y. Прежде чем исследовать свой-
ства получающейся “аналитической формы” квантовой группы, необходимо изучить
вопрос о том, является ли она нетривиальной и насколько богата её структура.
Основная цель этой работы — ответить на данный вопрос, предъявив полное опи-
сание универсальной алгебры, порожденной элементами x и y, удовлетворяющих (1)
для произвольно заданной функции h. Решение подобных задач не всегда существу-
ет в классе банаховых алгебр без дополнительных ограничений на нормы или спектр
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элементов, однако может быть найдено среди алгебр, аппроксимируемыми банахо-
выми, а именно, алгебр Аренса-Майкла. (Напомним, что полная локально выпуклая
алгебра называется алгеброй Аренса-Майкла, если её топология может быть задана
семейством субмультипликативных преднорм, т.е., ‖ab‖ 6 ‖a‖ ‖b‖ для любых элемен-
тов a и b и любой преднормы ‖ · ‖ из семейства.)
Разумеется, частные случаи (1) исследовались ранее с разных точек зрения, по
крайней мере, для многочленов. Например, установлено, что если h — многочлен,
отличный от константы, то задача классификации (с точностью до подобия) пар ко-
нечномерных операторов, удовлетворяющих этому условию, весьма сложна (являет-
ся дикой, Островский и Самойленко [10, теор. 1]). Некоторые спектральные свойства
пары элементов банаховой алгебры, удовлетворяющей (1), изучены Туровским [3],
см. также обзор Шульмана [4, § 3]. Однако, насколько известно автору, универсаль-
ная алгебра Аренса-Майкла, порожденная этим соотношением, была ранее иденти-
фицирована только для постоянных или линейных h. Напомним, что классический
результат утверждает, что если h — константа, отличная от 0, то нетривиальная ре-
ализация соотношения (1) в банаховой алгебре невозможна. Случай, когда h(y) = y,
рассмотрен Пирковским [9].
Хотя (1) не влечет ограничений сверху на нормы степеней x, однако довольно
жестко обуславливает асимптотическое поведение ‖(y − λ)n‖ при n → ∞, где λ —
какой-либо нуль функции h. Например, из [x, y] = y следует, что n‖yn‖ 6 2‖x‖ ‖yn‖
для всех n ∈ N, а значит ‖yn‖ = 0, начиная с некоторого n [9, пример 5.1]. Это на-
блюдение использовано в [9, пред 5.2] при описании соответствующей универсальной
алгебры.
Условие, выводимое из соотношения [x, y] = y2, тоже довольно сильно: рассуждая
по индукции, можно показать, что
‖yn‖ 6
C ‖x‖n ‖y‖
n!
(n ∈ N) .
С точки зрения оценки норм степеней классическим примером является пара: опера-
тор T умножения на независимую переменную в L2[0, 1] и оператор неопределенного
интегрирования
V f(x) =
∫ x
0
f(t) dt
(частный случай оператора Вольтерра). Нетрудно видеть, что [T, V ] = V 2. Вы-
числению норм степеней V посвящена обширная литература, в особенности статьи
[5, 6, 7, 8]. В частности, доказано, что limn→∞ n! ‖V
n‖ = 1/2, см. [6, Th. 5.4] и [7,
Rem. 3].
Описание универсальной алгебры в общем случае дано в теореме 2 (см. ниже).
Как и следовало ожидать на основании приведённых примеров, оно зависит только
от нулей h и их порядков. При этом каждому нулю соответствует подалгебра, которая
состоит из (не обязательно сходящихся) степенных рядов, и является локальной.
Отметим также, что (1) допускает естественное обобщение.
Вопрос 1. Пусть U — область в C, пусть h — нетривиальная функция, голоморная
в U , и пусть α — непрерывный эндоморфизм алгебры голоморных функций в U . Что
представляет собой универсальная алгебра Аренса-Майкла для соотношения
xy − α(y)x = h(y) ?
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Вопрос в общем виде остаётся открытым. Частный случай квантовой алгебры Вей-
ля описан Пирковским [9, сл. 5.5].
Теорема 2 имеет приложение к теории голоморфно конечно порождённых (или,
кратко, HFG) алгебр. Это класс алгебр был впервые рассмотрен Пирковским [12, 13]
и представляет интерес с точки зрения некоммутативной геометрии, так как комму-
тативные HFG алгебры являются алгебрами Штейна, т.е. алгебрами голоморфных
функций, а точнее, глобальных сечений структурного пучка, на некотором простран-
стве Штейна (в случае конечной размерности вложения).
На сегодняшний день изучение некоммутативных HFG алгебр пребывает в зача-
точном состоянии. В частности, не ясно, насколько широк класс их замкнутых по-
далгебр. Но, меньшей мере, известно, что замкнутая подалгебра алгебры Штейна не
всегда является алгеброй Штейна, а значит, класс HFG алгебр также не стабилен
относительно перехода к замкнутым подалгебрам.
При исследовании нашей основной задачи возникает семейство локальных алгебр
степенных рядов As, s ∈ [0,∞]. Ниже будет показано, что для рационального зна-
чения s такая алгебра может быть вложена как замкнутая подалгебра в некоторую
HFG алгебру (теорема 12), хотя сама и не является таковой для s 6= 0 (предложе-
ние 10). Следующие вопросы остаются открытыми.
Вопрос 2. Является ли As замкнутой подалгеброй HFG алгебры для произвольного
иррационального положительного значения s?
Вопрос 3. Является лиAs замкнутой подалгеброй алгебрыШтейна для s ∈ (0,+∞)?
Если s =∞, то ответ на последний положительный, см. замечание 11.
Благодарность. Автор признателен А.Ю. Пирковскому за идею короткого дока-
зательства предложения 10.
Универсальная алгебра и формулировка основной теоремы. Начнём с рас-
смотрения семейства локальных алгебр, играющего важную роль в наших рассуж-
дениях. Для каждого s > 0 рассмотрим следующее пополнение алгебры многочленов
от формальной переменной y:
As :=
{
a =
∞∑
n=0
any
n : ‖a‖r,s :=
∞∑
n=0
|an|
rn
n!s
<∞ ∀r > 0
}
.
Нетрудно проверить, что преднормы ‖ · ‖r,s субмультипликативны (ср. доказатель-
ство части (A) предложения 4 ниже), а значит, As является алгеброй Аренса-Майкла.
Кроме того, обозначим алгебру всех формальных степенных рядов от y через A∞.
Она также является алгеброй Аренса-Майкла относительно топологии, заданной си-
стемой субмультипликативных преднорм
‖a‖m,∞ :=
m∑
n=0
|an|, (m ∈ Z+) .
Для заданной области U в C рассмотрим алгебру O(U) всех функций, голоморф-
ных в U , и зафиксируем нетривиальную h ∈ O(U). Обозначим множество всех нулей
функции h (без повторений) через {λj : j ∈ J} и положим sj := 1/(kj − 1), где kj
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— порядок λj. Для каждого j рассмотрим алгебру Asj и обозначим формальную
переменную через yj. Легко видеть, что
δj := h(yj + λj)
d
dyj
есть её дифференцирование, т.е., δj(ab) = aδj(b) + δj(a)b для любых a, b ∈ Asj . Поло-
жим
A :=
∏
j∈J
Asj
и обозначим через y последовательность (yj + λj : i ∈ J) в A , а через δ : A → A —
произведение всех δj . Очевидно, что δ — также дифференцирование.
Ниже мы покажем, что искомая универсальная алгебра является аналитическим
расширением Оре алгебры A . Эта аналитическая версия классического понятия
предложена Пирковским в [9, § 4.1]. Напомним необходимые определения и факты.
Пусть d — дифференцирование некоторой алгебры R. Преднорма ‖ · ‖ на R назы-
вается d-стабильной, если существует C > 0 такое, что ‖d(r)‖ 6 C ‖r‖ для всех
r ∈ R [9, опр. 4.1]. Дифференцирование d алгебры Аренса-Майкла R называется
m-локализуемым, если топология на R может быть задана семейством d-стабильных
субмультипликативных преднорм [9, опр. 4.4].
Предложение 1. [9, пред. 4.4 и 4.6, зам. 4.6] Пусть R — алгебра Аренса-Майкла, а d
— её локализуемое дифференцирование. Тогда существуют алгебра Аренса-Майкла E,
x ∈ E и непрерывный гомоморфизм η : R → E такой, что [x, η(r)] = ηd(r) для всех
r ∈ R и удовлетворяющий следующему универсальному свойству. Если B — алгеб-
ра Аренса-Майкла, x˘ ∈ B и ν : R → B — непрерывный гомоморфизм такой, что
[x˘, ν(r)] = νd(r) для всех r ∈ R, то найдётся единственный непрерывный гомомор-
физм τ : E → B такой, что ν = τη и τ(x) = x˘.
Универсальная алгебра E обозначается O(C, R; d) и называется аналитическим
расширением Оре алгебры R [9, опр. 4.3].Отметим, что это понятие также имеет
смысл в более общем случае, когда d есть α-дифференцирование для некоторого
эндоморфизма α алгебры R. Подлежащее локально выпуклое пространство алгебры
O(C, R; d) есть полное проективное тензорное произведение R ⊗̂O(C), гомоморфизм
η : R→ O(C, R; d) определяется условием r 7→ 1⊗r, а x = z⊗1, где z — тождественная
функция на C [9, пред. 4.3].
Теперь мы готовы сформулировать теорему об универсальной алгебре.
Теорема 2. Предположим, что U — область в C, а h — нетривиальная голомофная
функция в U . Пусть {λj : j ∈ J} — множество всех различных нулей h, а sj :=
1/(kj − 1), где kj — порядок λj.
(A) Пусть алгебра Аренса-Майкла A , её дифференцирование δ и y ∈ A определены
как выше. Тогда δ является m-локализуемым и, следовательно, O(C,A ; δ) коррект-
но определена и является алгеброй Аренса-Майкла, причем выполнено соотношение
[x, y] = h(y).
(B) Если алгебра Аренса-Майкла (в частности, банахова) B содержит элемен-
ты x˘ и y˘ такие, что спектр y˘ содержится в U , а [x˘, y˘] = h(y˘), то существует
единственный непрерывный гомоморфизм
τ : O(C,A ; δ)→ B ,
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для которого τ(x) = x˘ и τ(y) = y˘.
В частности, если h не имеет нулей, то универсальная алгебра тривиальна. Та-
ким образом, теорема включает в себя как частный случай классический резуль-
тат о соотношении [x, y] = 1. С другой стороны, деформируя функцию h(y) = y в
h(y) = sh ~y/sh ~ как в [2] (здесь параметр квантования ~ ∈ C \ {0}), мы видим, что
универсальная алгебра содержит бесконечное множество копий C[[y]]. Это следует
из теоремы ввиду того, что множество нулей гиперболического синуса бесконечно,
и все нули имеют порядок 1. Так как универсальная алгебра в классическом случае
содержит лишь одну такую копию, это наглядно демонстрирует эффект квантова-
ния.
Замечание 3. Если h тождественно равна нулю в области U , то, очевидно, универ-
сальная алгебра также существует и топологически изоморфна O(U) ⊗̂O(C). В слу-
чае U = C это хорошо согласуется с нашими обозначениями, поскольку O(C) ∼= A0
(если считать, что здесь имеется “нуль бесконечного порядка”).
Мы докажем сначала часть (A) теоремы 2, а затем часть (B). Идея доказатель-
ства части (A) состоит в построении семейства δ0-стабильных субмультипликативных
преднорм на O(U), где дифференцирование δ0 заданно формулой δ0(f) = hf
′. Чтобы
установить истинность части (B) мы проверим, что этого семейства достаточно для
описания топологии универсальной алгебры.
Доказательство части (A) основной теоремы. Расcмотрим на O(U) следующие
преднормы (ср. определение алгебр As):
‖f‖λ,r,s :=
∞∑
n=0
|f (n)(λ)|
rn
n!s+1
, ‖f‖λ,m,∞ :=
m∑
n=0
|f (n)(λ)|
n!
(2)
(здесь λ ∈ U , r > 0, s > 0 и m ∈ Z+) и стандартные преднормы
|f |K := sup{|f(z)| : z ∈ K}
(здесь K — компактное подмножество U).
Следующие два утверждения необходимы для доказательства обоих частей теоре-
мы 2.
Предложение 4. Рассмотрим дифференцирование алгебры O(U), заданное форму-
лой δ0(f) = hf
′.
(A) Каждая из преднорм ‖ · ‖λ,r,s и ‖ · ‖λ,m,∞ (λ ∈ U , r > 0, s > 0, m ∈ Z+)
субмультипликативна и с точностью до постоянной мажорируется преднормой
| · |K для некоторого замкнутого диска K ⊂ U с центром в λ и достаточно малым
радиусом, и следовательно, является непрерывной.
(B) Если λ — нуль функции h, то ‖ · ‖λ,m,∞ является δ0-стабильной для всех
m ∈ Z+.
(C) Если λ — нуль функции h порядка k, большей чем 1, то ‖ · ‖λ,r,s является
δ0-стабильной для всех r > 0 и s > 1/(k − 1).
Доказательство. Докажем (A). Cубмультипликативность преднормы вида ‖ · ‖λ,r,s
и следует из формулы Лейбница и неравенства
rl+n
(l + n)!s
6
rl
l!s
rn
n!s
(l, n ∈ Z+) .
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В случае ‖ · ‖λ,m,∞ субмультипликативность проверяется непосредственно.
Вторая часть утверждения вытекает из неравенств Коши для коэффициентов ряда
Тейлора и того факта, что топология на O(U) определяется семейством преднорм
{| · |K}, где K — произвольное компактное подмножество U .
Докажем (B). Предположим, что h(λ) = 0 и зафиксируем m ∈ Z+. Так как
δ0(f)
(m) = (hf ′)(m) =
m∑
p=0
(
m
p
)
h(p)f (m−p+1) (f ∈ O(U)) , (3)
число δ0(f)
(m)(λ) есть линейная функция от f(λ), f ′(λ), . . . , f (m)(λ) с коэффициен-
тами, не зависящими от f . Отсюда нетрудно получить, что ‖ · ‖λ,m,∞ является δ0-
стабильной какое бы ни было m ∈ Z+.
Докажем (C). Предположим, что λ — нуль функции h порядка k, причём k > 1.
Зафиксируем r > 0 и s > 1/(k − 1). В силу неравенств Коши существуют положи-
тельные числа M и R такие, что |h(p)(λ)/p!| 6 M/Rp для всех p ∈ Z+. Подставляя
(3) в (2) и учитывая
h(λ) = h′(λ) = · · · = h(k−1)(λ) = 0 ,
для f ∈ O(U) имеем
‖δ0(f)‖λ,r,s =
∞∑
n=k
∣∣∣∣∣
n∑
p=k
(
n
p
)
h(p)(λ)f (n−p+1)(λ)
∣∣∣∣∣ rnn!s+1 6
∞∑
n=k
n∑
p=k
M
Rp
|f (n−p+1)(λ)|
(n− p)!
rn
n!s
.
Сделав замену p = m+ k, n = q +m+ k − 1, получаем
∞∑
q=1
∞∑
m=0
M
Rm+k
rq+m+k−1
(q +m+ k − 1)!s
|f (q)(λ)|
(q − 1)!
=
=
∞∑
q=1
q rq+k−1
(q + k − 1)!s
|f (q)(λ)|
q!
∞∑
m=0
M
Rm+k
rm(q + k − 1)!s
(q +m+ k − 1)!s
.
Применяя неравенство
(q + k − 1)!s
Rm+k(q +m+ k − 1)!s
6
1
Rkm!s
к членам суммы по m, получаем
‖δ0(f)‖λ,r,s 6
CrM
Rk
∞∑
q=1
q rq+k−1
(q + k − 1)!s
|f (q)(λ)|
q!
,
где Cr :=
∑
∞
m=0 r
m/m!s (заметим, что Cr < ∞, поскольку s > 0). Далее, из s >
1/(k − 1) следует неравенство
q! q1/s 6 (q + k − 1)! .
Тем самым приходим к окончательной оценке
‖δ0(f)‖λ,r,s 6
CrM
Rk
∞∑
q=1
|f (q)(λ)|
rq+k−1
q!s
=
CrMr
k−1
Rk
‖f‖λ,r,s .

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Предложение 5. Алгебра Аренса-Майкла A является пополнением O(U) относи-
тельно системы преднорм
max{‖ · ‖λj ,rj ,sj : j ∈ I} ; (4)
здесь I — конечное подмножество J . Если порядок λj больше 1, то rj ∈ R+, если
λj = 1, то sj = ∞ и rj ∈ N. Гомоморфизм пополнения имеет вид
µ : O(U) → A : f 7→
(
∞∑
n=0
f (n)(λj)
n!
ynj
)
j
.
Кроме того, µδ0 = δµ.
Доказательство. Равенство µδ0 = δµ получается непосредственным вычислением с
использованием (3).
В силу определения топологии на A достаточно проверить, что любой (αj : j ∈
J) ∈ A может быть аппроксимирован элементами вида µ(f), где f ∈ O(U). Более
того, можно предполагать, что найдется конечное подмножество I0 в J такое, что
αj = 0 для j 6∈ I и αj является конечным рядом длины mj для каждого j ∈ I0. По-
этому можно ограничиться аппроксимацией лишь относительно тех преднорм из (4),
для которых I = I0.
Также зафиксируем rj для j ∈ I0. Согласно части (A) предложения 4 найдётся
C > 0 и компактное подмножество K в U , являющееся объединением замкнутых
дисков Dj с центрами в λj таких, что ‖f‖λj ,rj ,sj 6 C ‖f‖K для всех f ∈ O(U). Умень-
шая при необходимости радиусы, можно полагать, что Dj попарно не пересекаются.
Определим функцию g на K следующим образом: для каждого z ∈ Dj она совпадает
с многочленом αj, в котором сделана подстановка yj = z−λj . Поскольку K компакт-
но, C\K связно, а g непрерывна на K и голоморфна в его внутренности, выполнены
условия теоремы Мергеляна, которая утверждает, что g может быть аппрокисимиро-
вана многочленами равномерно на K (см., например, [11, Th. 20.5]). Следовательно,
g аппроксимируется многочленами относительно max{‖ · ‖λj ,rj ,sj : j ∈ I}, что и дока-
зывает плотность образа µ. 
Теперь мы можем завершить доказательство первой части основной теоремы.
Доказательство теоремы 2: часть (A). Так как δ — произведение всех δj : Asj →
Asj , достаточно показать, что каждое δj является m-локализуемым. В силу предло-
жения 5, а также частей (B) и (C) предложения 4 каждая пренорма из определяющей
системы для Asj является δj-стабильной, что и требовалось. 
Доказательство части (B) основной теоремы. Как и выше, полагаем δ0(f) =
hf ′. Нам понадобится следующее утверждение.
Предложение 6. Всякая непрерывная субмультипликативная δ0-стабильная пред-
норма на O(U) мажорируется преднормой из семейства (4).
Для доказательства этого предложения мы используем две леммы. Далее спектр
элемента b алгебры B обозначается через SpB b.
Лемма 7. Пусть d — непрерывное дифференцирование коммутативной банаховой
алгебры B, b ∈ B, и h ∈ O(V ), где V — область в C, содержащая SpB b. Если
d(b) = h(b), то SpB b состоит из нулей h и является конечным.
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Доказательство. Теорема Зингера-Вермера утверждает, что область значений непре-
рывного дифференцирования коммутативной банаховой алгебры содержится в ра-
дикале Джекобсона [14, теор. 7.2.10]. В частности, из h(b) = d(b) следует, что h(b)
принадлежит радикалу. Поскольку B коммутативна, элемент всякий элемент ради-
кала является топологически нильпотентным [14, теор. 2.1.34]; следовательно, спектр
SpB h(b) совпадает с {0}.
Так как SpB b ⊂ V , из теоремы об отображении спектров [14, теор. 2.2.23] вытека-
ет, что SpB b содержится в множестве нулей h. Поскольку это множество не имеет
предельных точек в V , а SpB b компактен, он является конечным множеством. 
Пусть ‖ · ‖ — непрерывная субмультипликативная δ0-стабильная преднорма на
O(U). Обозначим пополнение O(U) относительно ‖ · ‖ через B, а образ тождествен-
ной функции при гомоморфизме пополнения O(U) → B через y˘. Очевидно, δ0 про-
должается до непрерывного дифференцирования B. Продолженные на B норму и
дифференцирование обозначаем теми же символами.
Зафиксируем λ ∈ SpB y˘. В силу леммы 7, число λ является нулем h. Обозначим
через k его порядок. Тогда найдётся g ∈ O(U) такая, что
g(λ) 6= 0 и h(z) = (z − λ)kg(z)
для всех z ∈ U . Пусть V — открытая окрестность λ, содержащаяся в U , и такая,
что g(z) 6= 0 для z ∈ V . Тогда V не включает в себя других точек SpB y˘. Так как
SpB y˘ конечен, из теоремы о голоморфном функциональном исчислении следует, что
характеристическая функция χ множества V может быть применена к y˘. Ради крат-
кости, будем писать g и χ вместо g(y˘) и χ(y˘).
Лемма 8. (A) Если k = 1, то ‖(y − λ)nχ‖ = 0 для достаточно больших n.
(B) Если k > 2, то найдутся K > 0 и r > 0 такие, что
‖(y − λ)nχ‖ 6 K
rn
k−1
√
(n+ k − 1)!
(n > k − 1) . (5)
Доказательство. Не ограничивая себя в общности, можно полагать, что λ = 0. Сна-
чала мы оценим норму y˘ngχ. Пусть C > 0 такова, что ‖δ0(b)‖ 6 C‖b‖ для всех b ∈ B.
Далее отметим, во-первых, что χ является идемпотентом, поэтому из δ0(χ) = 2δ0(χ)
и (1− 2χ)2 = 1 следует, что δ0(χ) = 0. Стало быть, δ0(bχ) = δ0(b)χ для любого b ∈ B.
Во-вторых, так как функция g не имеет нулей в V , легко найти w ∈ B такой, что
gχw = χ. Тогда для любого n ∈ N из h(z) = zkg(z) получаем δ0(y˘
nχ) = ny˘n+k−1gχ и,
следовательно,
‖y˘n+k−1gχ‖ 6 n−1C ‖y˘nχ‖ 6 n−1C ‖y˘ngχ‖ ‖w‖ . (6)
Докажем (A). Предположим, что k = 1. Тогда n + k − 1 = n, и для достаточно
больших n получаем ‖yngχ‖ = 0, а значит, ‖ynχ‖ 6 ‖yngχ‖ ‖w‖ = 0.
Докажем (B). Предположим, что k > 2. Пустьm ∈ {0, . . . , k−1} и j ∈ N. Применяя
j раз неравенство (6), получаем
‖y˘m+j(k−1)χ‖ 6 ‖y˘m+j(k−1)gχ‖ ‖w‖ 6
Cj ‖w‖j+1 ‖y˘mgχ‖
m(m+ k − 1) · · · (m+ (j − 1)(k − 1))
.
Любое натуральное число n, не меньшее k−1, может быть записано как m+ j(k−1)
с указанными ограничениями на m и j. Так как
mk−1(m+ k − 1)k−1 · · · (m+ (j − 1)(k − 1))k−1 > (m+ (j − 1)(k − 1))! ,
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найдутся K > 0 и r > 0, для которых выполнено (5). 
Доказательство предложения 6. Мы используем обозначения, введенные перед лем-
мой 8. Из леммы 7 следует, что SpB y˘ = {λ1, . . . , λl}, где λ1, . . . , λl — попарно раз-
личные нули h. Для всякого j ∈ {1, . . . , l} существует функция gj из O(U) такая,
что
gj(λj) 6= 0 и h(z) = (z − λj)
kjgj(z) ,
где kj — порядок λj как нуля h. Зафиксируем для каждого j окрестность Vj точки
λj так, чтобы gj(z) 6= 0 в Vj и Vj ⊂ U . Можно полагать, что V1, . . . , Vl попарно не
пересекаются. Пусть χj — характеристическая функция Vj . Как и выше, будем также
писать χj вместо χj(y˘).
Для произвольной f из O(U) запишем разложение Тейлора в окрестности λj и
воспользуемся оценками из леммы 8. Тем самым, для некоторого rj > 0 имеем
‖f(y˘)χj‖ 6 ‖f‖λj ,rj ,sj
где sj := 1/(kj − 1) (если порядок λj равен 1, то sj =∞, a rj ∈ N). Из представления
голоморфного функционального исчисления в виде интеграла Коши легко вывести,
что
∑
j χj = 1. Следовательно, ‖f‖ 6
∑
j ‖f(y˘)χj‖, и мы получаем требуемую оценку.

Теперь мы можем завершить доказательство второй части основной теоремы.
Доказательство теоремы 2: часть (B). Пусть B — алгебра Аренса-Майкла, x˘, y˘ ∈
B, спектр y˘ содержится в U , и [x˘, y˘] = h(y˘).
1) Во-первых, покажем, что
[x˘, f(y˘)] = h(y˘)f ′(y˘) (7)
для любой f ∈ O(U).
Предположим сначала, что B — банахова алгебра, Легко видеть, что (7) выполне-
но, если f — многочлен.
Обозначим через B0 замкнутую подалгебру в B, порожденную y˘. Так как B0 ком-
мутативна, можно применить лемму 7 к непрерывному дифференцированию
B0 → B0 : b 7→ [x˘, b] .
Тем самым SpB0 y˘ конечен, а значит таков же и SpB y˘. Пусть V — объединение ко-
нечного числа открытых дисков конечного радиуса, замыкания которых попарно не
пересекаются, причем SpB y˘ ⊂ V ⊂ U . Рассмотрим голоморфное функциональное
исчисление O(V ) → B для y˘. Так как оно является непрерывным линейным отоб-
ражением, найдётся компактное подмножество K в V такое, что | · |K мажорирует
норму на B с точностью до постоянной. Можно полагать, что K есть объединение
конечного числа замкнутых дисков.
Так какK компактно и содержится в U , любая функция из O(V ) непрерывна наK
и голоморфна в его внутренности. Более того, дополнение к K связно, поэтому в си-
лу теоремы Мергеляна эта функция может быть аппрокисимирована многочленами
равномерно наK. Отсюда следует, что (7) выполнено для произвольной f ∈ O(V ). Из
единственности голоморфного функционального исчисления получаем равенство (7)
для произвольной f ∈ O(U).
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В общем случае, когда B — алгебра Аренса-Майкла, рассмотрим произвольную
непрерывную субмультипликативную преднорму ‖·‖ на B. В силу доказанного выше
требуемое равенство выполнено в пополнении относительно ‖ · ‖, в частности,
‖[x˘, f(y˘)]− h(y˘)f ′(y˘)‖ = 0 .
Из произвольности ‖ · ‖ получаем, что (7) выполнено в B.
2) Далее, покажем, что существует непрерывный гомоморфизм ν : A → B, где
µ : O(U) → A — гомоморфизм пополнения такой, что Φ = νµ. Напомним, что
δ0(f) = hf
′ для f ∈ O(U). Из (7) следует
δ0(f)(y˘) = h(y˘)f
′(y˘) = [x˘, f(y˘)] (f ∈ O(U)) . (8)
Если ‖·‖ — непрерывная субмультипликативная преднорма на B, то ‖f‖′ := ‖f(y˘)‖
задает непрерывную субмультипликативную преднорму на O(U). Из (8) получаем
‖δ0(f)‖
′ = ‖δ0(f)(y˘‖ = ‖[x˘, f(y˘)]‖ 6 2‖x˘‖ ‖f(y˘)]‖ = 2‖x˘‖ ‖f‖
′ (f ∈ O(U)) .
Таким образом, ‖ · ‖′ является δ0-стабильной. Из предложения 6 следует, что ‖ · ‖
′
мажорируется преднормой из семейства (4). Так как в силу предложения 5 алгебра A
есть пополнение по (4), существует непрерывный гомоморфизм ν : A → B такой, что
Φ = νµ.
3) В заключение покажем, что [x˘, ν(a)] = νδ(a) для всех a ∈ A . В силу плотности
образа µ достаточно проверить равенство в случае, когда a = µ(f), где f ∈ O(U).
Действительно, тогда
[x˘, ν(a)] = [x˘, f(y˘)] = (в силу (8)) = δ0(f)(y˘) = Φ(δ0(f)) = νµδ0(f) =
= (по предложению 5) = νδµ(f) = νδ(a) .
Согласно предложению 1 существует единственный непрерывный гомоморфизм τ :
O(C,A ; δ) → B такой, что τ(x) = x˘ и ν = τη. Из последнего равенства следует
τ(y) = y˘. 
Вложение алгебр степенных рядов в HFG алгебры. Алгебра Фреше-Аренса-
Майкла называется голоморфно конечно порождённой или HFG алгеброй (сокра-
щение от “holomorphically finitely generated”), если она топологически изоморфна
фактору алгебры свободных целых функций (от конечного числа образующих) по
некоторому замкнутому двустороннему идеалу [13, Def. 3.16, Pr. 3.20].
Предложение 9. Для любой области U в C и любой h ∈ O(U) алгебра O(C,A ; δ),
рассмотренная в теореме 2, является голоморфно конечно порождённой.
Доказательство. Хотя утверждение можно получить из [13, Pr. 6.2], тем не менее,
здесь приведено детальное доказательство.
Пусть C обозначает свободное произведение (оно же копроизведение) O(C) и O(U)
в категории (унитальных) алгебр Аренса-Майкла [13, § 4]. Обозначим элементы C,
соответствующие тождественным функциям на C и U , через X и Y и рассмотрим
замкнутый двусторонний идеал I в C, порожденный элементом [X, Y ]− h(Y ).
Так как O(C) и O(U) есть алгебры Штейна и условие конечности для размерности
вложения выполнено, они являются HFG алгебрами [13, Th. 3.22]. Принадлежность
к классу HFG алгебр сохраняется при формировании свободных произведений [13,
Cor. 4.7] и факторизации по замкнутым идеалам [13, Pr. 3.18], следовательно, C/I
также является HFG алгеброй.
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Мы утверждаем, что C/I топологически изоморфна O(C,A ; δ). Чтобы убедиться
в этом, достаточно проверить, что для неё выполнено универсальное свойство из
теоремы 2. Предположим, что алгебра Аренса-Майкла B содержит элементы x˘ и y˘
такие, что спектр SpB y˘ содержится в U и [x˘, y˘] = h(y˘). В силу того, что C — свободное
произведение, соответствие
X 7→ x˘, Y 7→ y˘
однозначно определяет гомоморфизм C → B, при этом I отображается в 0. Сле-
довательно, мы получаем непрерывный гомоморфизм C/I → B, удовлетворяющий
нужным условиям. 
Предложение 10. Алгебра As не является HFG, какое бы ни было s ∈ (0,∞].
Доказательство. (Идею следующего рассуждения предложил Пирковский для слу-
чая s = ∞; она применима и для остальных s.) Предложим, что As является HFG
алгеброй. Так как As коммутативна, она является алгеброй Штейна [13, Th. 3.22].
Поскольку s > 0, легко видеть, что идеал, порожденный y максимален и совпада-
ет с радикалом Джекобсона. Таким образом, As локальна. Тем самым, её спектр
Гельфанда состоит из одной точки. Следовательно, As совпадает с алгеброй ростков
голоморфных функций в этой единственной точке спектра.
С другой стороны, всякая алгебра ростков ростков голоморфных функций являет-
ся (DF )-пространством (см. случай многообразий в оригинальной статье Гротендика
[15, pp. 97–98] или монографии Маллиоса [16, pp. 136–137]; в общем случае доказа-
тельство аналогично). Топология на пространстве As может быть задана счётным
семейством преднорм, следовательно, оно является пространством Фреше. Однако
всякое метризуемое (DF )-пространство нормируемо [17, Obser. 8.3.6]. Поэтому, со-
гласно критерию Колмогорова [18, II.2.1], As должно содержать ограниченную вы-
пуклую окрестность нуля. Из определения As нетрудно вывести, что это невозможно.
Отсюда получаем противоречие. 
Отметим, что A0 ∼= O(C) и поэтому является HFG алгеброй.
Замечание 11. Возьмём целую функцию на C такую, что для каждого n ∈ N най-
дётся нуль порядка n, и рассмотрим замкнутый идеал I вO(C), ею порожденный. То-
гда соответствие y 7→ z+I (здесь z — тождественная функция на C) продолжается до
топологически инъективного гомоморфизма C[[y]] → O(C)/I. Таким образом, C[[y]]
изоморфна замкнутой подалгебре алгебры Штейна O(C)/I. Так как A∞ = C[[y]], это
наблюдение обосновывает вопрос 3, сформулированный во вступлении.
Теорема 12. Пусть s — рациональное положительное число или ∞. Тогда As изо-
морфна замкнутой подалгебре некоторой HFG алгебры.
Обозначим через S множество всех положительных действительных чисел s та-
ких, что As изоморфна замкнутой подалгебре некоторой HFG алгебры и докажем
вспомогательную лемму.
Лемма 13. Если s, t ∈ S, то s+ t ∈ S.
Доказательство. Предположим, что As и At изоморфны замкнутым подалгебрам
HFG алгебр B и C соответственно. В силу критерия Гротендика-Пича [19, Th. 28.15],
As и At являются ядерными простанствами Фреше. Следовательно, гомоморфизм
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As ⊗̂ At → B ⊗̂ C топологически инъективен (см., например, [20, Th. A1.6]). По-
скольку класс HFG алгебр стабилен относительно проективного тензорного произ-
ведения [13], As ⊗̂At изоморфна замкнутой подалгебре HFG алгебры B ⊗̂ C. Таким
образом достаточно показать, что диагональное вложение As+t → As ⊗̂ At задаёт
корректно определенный топологически инъективный гомоморфизм алгебр Фреше.
Заметим, что As является алгеброй Кёте λ(Ps) соответствующей множеству Кёте
Ps := {r
nn!−s : r > 0} (и аналогично для At). Как отмечено Пирковским [21, Pr. 3.3],
из результатов Пича [22] нетрудно получить, что λ(Ps) ⊗̂ λ(Pt) ∼= λ(Ps × Pt), где
Ps × Pt = {r
nqmn!−sm!−t : r, q > 0} .
Так как можно полагать p = q, отсюда следует, что диагональное вложение λ(Ps+t) →
λ(Ps × Pt) корректно определено, является гомоморфизмом и топологически инъек-
тивно. 
Доказательство теоремы 12. Пусть k ∈ N. Рассмотрим алгебру универсальную ал-
гебру Аренса-Майкла порожденную элементами x и y, удовлетворяющих соотноше-
нию [x, y] = yk+1. Такой алгеброй является O(C,A1/k; δ), см. теорему 2. Гомоморфизм
η : A → O(C,A1/k; δ) имеет вид a 7→ 1 ⊗ a, а значит топологически инъективен в
силу ядерности O(C) (ср. доказательство леммы 13). Итак, A1/k есть замкнутая по-
далгебра O(C,A1/k; δ), которая является HFG алгеброй согласно предложению 9. Тем
самым 1/k ∈ S. Из леммы 13 следует Q содержится в S.
Если s = ∞, то можно воспользоваться замечанием 11 или применить теорему 2
для соотношения [x, y] = y. 
Для натуральных значений s утверждение можно получить другим способом, ис-
пользуя результаты автора из статьи [23].
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